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1. Sucesionesy series de funciones. Convergenci
puntual y uniforme

1.1. Sucesiones de funciones

En estos ejercicios estudiamos los conceptos de convergencia puntual y |
forme. Como sabes, eampo de convergencia puntudé una sucesion de
funciones{ fn} que suponemos definidas en un interviales el conjunto
C={xel: {fn(X)} es convergeniey, supuesto quE # @, lafuncion li-
mite puntualde { f,} es la funciénf: C — R dada por f(x) = lim{ f,(x)}
para todoxeC. Se dice también que la sucesidia} converge puntualmen-
teenC.

Dado un intervald C C, seaB3, = sup{| fa(x) — f(X)| : x€J}. Entonces, si
lim{Bn} =0, se dice qué f,} converge uniformemente en J

En la practica, el estudio de la convergencia puntual se reduce a calcula
limite lim { fn(x)}, lo que suele ser muy sencillo. Mientras que para estudi
n—oo

la convergencia uniforme en un intervalplo que se hace es calcular, con



las técnicas usuales de derivacionjréximo absolutale |f,(x) — f(x)|
enJ. La presencia del valor absoluto ¢fy(x) — f(x)| es incObmoda para
derivar por lo que conviene quitarlo, lo que casi siempre puede hacerse.
pongamos que ehaximo absolutale |f,(x) — f(X)| enJ se alcanza en un
puntoc, €J. Entonce$, = | fn(cn) — f(cn)| y { fn} converge uniformemen-
te enJ si, y sdlo si, Im{p,} = 0.

Ejercicio 1. Estudiar la convergencia uniforme &3 y en intervalos del
tipo [, 4|, (@ > 0), de la sucesion de funcion¢$,} definidas para todo
xeRY por fo(x) = n?xe "X,

Ejercicio 2. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la form
[0,a] y [a,+0[, (&> 0), de la sucesién de funcioné§,} definidas por

2nx?
) = 112
para todoxe R

Ejercicio 3. Estudiar la convergencia uniforme &91], de la sucesion de
funciones{ f,} definidas para €0, 1] por f,(x) = x"log(1/x), y fo(0) = 0.



Ejercicio 4. Dadoa € R, seafy: [0,1] — R la sucesion de funciones dada
por

fa(X) = n%x(1—x3)"
¢ Para qué valores dehay convergencia uniforme €0, 1]? ¢ Para qué va-
lores dea hay convergencia uniforme ép, 1], donde 0< p < 1?

En los ejercicios anteriores hemos podido calculan&ékimo absolutale
[fa(X) — f(X)| en el intervalo donde estudiamos la convergencia uniform
(observa que las sucesiones estudiadas son de funciones positivas que
vergen puntualmente a la funcion cero).

No siempre vamos a ser tan afortunados. Puede ocurrir que la derivada
complicada y no podamos calcular de forma explicita sus ceros o que
dificil estudiar la convergencia de la sucesion de los valores méaximos de
funciones| fn(x) — f(x)|.

Cuando esto ocurra no hay que olvidar que para estudiar la converger
uniforme en un intervald lo que interesa es saber si la sucesion

Bn = max{|fn(x) — f(x)| : xe J}



converge 0 no converge a cero. Para altoes imprescindible calcular el
valor exactodef3,. Las siguientes dos estrategias son de gran utilidad.
e Si podemos probar una desigualdad del tipo

max{| fn(x) — f (x)] : x€J} < ap

donde Im{a,} = 0 entonces es claro que tambiém{B,} = 0.

e Si encontramos puntos, € J tales que la sucesioffn(xn) — f(Xa)} no
converja a cero, entonces, como evidentem@qte: |fn(xn) — f(Xn)|, se
sigue que tampoc@Bn} converge a cero.

Ten en cuenta que con frecuencia la funcion limite puntual es la funcic
cero lo que facilita las acotaciones.

Ejercicio 5. Para cadac N seaf,: [0,1/2] — R la funcién dada por
fn(X) = n(cosx)"semnx

Estudiar la convergencia puntual de la sucesion de funciphésy la con-
vergencia uniforme en los interval{& a) y [a, /2] donde 0< a < 11/2.



Ejercicio 6. Para cadac N seaf,:]0,1{— R la funcién dada por
serf(nx)
fa(x) = ———=
) = Jiserx
Estudiar la convergencia puntual de la sucesion de funcipfésasi como

la convergencia uniforme en intervalos del tijioa], [a, 7] y [a,b] donde
O<a<b<Tm

Ejercicio 7. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la sucesion c
funciones{ f,} donde f,: R — R esta definida poff,(x) = v/1-+x2",

Ejercicio 8. Estudiar la convergencia uniforme en intervalos de la form:
| —,—a],[—a,a] y [a,+[, (a> 0), de la sucesion de funcioné§,} defi-
nidas para todae R por f,(x) = nsern(x/n).

Ejercicio 9. Estudiar la convergencia uniforme &, de la sucesion de
funciones{ f,} definidas para todec R, por

n—+x
fa(X) = arctg( T nx)




1.2. Series de funciones. Convergencia puntual y uniforme

Recuerda que, dada una sucesion de funcigfigs podemos formar otra,
{F}, cuyos términos se obtienen sumam@dmsecutivamenties de{fn}.

Es decirf, = f1, /= f1+ fp, F3 = f1 + f, + f3, en generaF, = Z fi. La

sucesion{F,} asi definida se llamserie de término generaj, ¥ Ia represen—
taremos por el simbol§ fn. Los conceptos de convergencia puntual y uni-
n>1
forme para sucesiones de funciones se aplican igual para series. Asi el ¢
po de convergencia puntual de la sezefn cuyas funcione$, suponemos
n>1

definidas en un intervalg es el conjunt€ = {xel : z fa(X) es convergente
n>1

La Unica novedad es que ahora también podemos consideramelo de

convergencia absolutde la serie, que es el conjunto

A= {xel: Z\fn )| es convergente

n>1



El siguiente resultado es el mas (til para estudiar la convergencia unifor
y absoluta de una serie.

Criterio de Weierstrass. Seaz fn una serie de funciones, un conjun-
n>1
to y ngp € N tales que para todee A y para todon > ng se verifica que

| fn(X)] < an, donde la seriez On es convergente. Entonc§ fn conver-
n>1 n>1
ge uniformemente y absolutamenteen

Ejercicio 10. Para cadac N sea
X

fn(X) = ——~
() n2(1+4 nx?)
Probar que la serig f,
a) Converge puntualmente &, sia > 0, y la convergencia es uniforme en
semirrectas cerradas que no contienen al cero.
b) Converge uniformemente &y, sia> 1/2.

Ejercicio 11.Para cada € Nseafy,: [0,1] — R lafuncion dada poffn(x) =
x"(logx)?, y fn(0) = 0. Esttdiese si la serig f, converge uniformemente



en[0,1] y dedlizcase que

f Iogx _5 227

0

Ejercicio 12. Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la serie d
funcionesy f, donde,f,: R — R es la funcion dada por
X
faX) = ——— n=0,12,...
() 1+n?x?
SedF (x) = zo fn(x), la funciéon suma de la serie. CalcuIiI%IF Xy I’maF (x).
= X— X—

. . x<0 x>0
Sugerencia. Para> 0 se tiene que

kil k1 ko
———dt < fr(xX) = ———dt < ———dt
_k[ 1+12x2 <) J 1+ k2x? k£ 1+1t2x2



Soluciones a los Ejercicios

Ejercicio 1.

fn(0) =0, y six> 0, limp_e fn(X) = X1iMp e nz(e*X)n =0 (porque es una
sucesion de la formaA" donde 0< A < 1). Por tanto, la funcién limite
puntal,f(x) = lim {fa(x)} = 0 para todxeRY.

Estudiemos si hay convergencia uniformeR§. Observa quen(x) > 0,

por lo que
[fn(X) = f(X)[ = fa(x)

Comof/(x) =n?e "X(1—nx), se deduce qug(x) >0 para0< x< 1/n,y
f/(x) < 0 parax > 1/n. Luegofs(x) < fn(1/n) para todok > 0. Deducimos
que

fn(1/n) = max{ fn(x) : xe R}
y como fy(1/n) = n/e, sucesion que, evidentemente, no converge a 0, co
cluimos que no hay convergencia uniformeReh.
Estudiemos si hay convergencia uniforme en un intervalo de la flamao,
cona > 0. Por lo antes visto, sabemos que la funcfgres decreciente



en el intervalo[1/n,+[. Sean, un ndmero natural tal quﬁ; < a. En-

tonces, para toda > n,, tenemos quéa,+oo[C [1/n,+oo[, por lo que,
max{ fn(x) : Xx€ [a,+o[} = fy(a). Como im{f,(a)} = 0, concluimos que
hay convergencia uniforme é¢a —+oo|.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

La sucesionfy(x) = n?xe "
1

Como informacion adicional, comprueba qﬁén(x)dx: 1-(1+n)e "y,
0

1 1 1
por tanto 1= rI]im f fa(X)dx # frlim fa(x)dx= f f(x)dx=0. <
0 0 0



Ejercicio 2.
24

: . 1-n°x
Es evidente quEm{ fn(x)} = 0. Como f;(x) = 4nxm, tenemos

quef;(1/y/n) =0, f (x) >0 para0< x< 1/y/ny f;(x) <0 parax>1//n.
Deducimos que la funciof, es estrictamente creciente ghl//n] y es-
trictamente decreciente éh//n,+oo[, por lo quef, alcanza un maximo
valor enR{ en el puntox, = 1//n.

0.5 1 1.5

2
_2nx?
~ 1+4+n2x4

La sucesionf,(x)



Dado un nimera > 0 seang tal quex,, < a. Para todm > np tenemos que
Xn < @, Yy por tanto

max{fa(X):0<x<a}l = fu(xn) =1, max{fa(x):x>a} = fn(a)

Como im{f,(a)} =0 se sigue quéf,} converge uniformemente ¢ +oo|
pero, evidentemente, no converge uniformement®.en. <



Ejercicio 3.

Es evidente qucﬁlﬂ;{ fa(x)} = 0. Comof;(x) = —(nlogx+ 1)x"~* tene-
mos quef,/(x) = 0 si, y sdlo si, logk = —1/n, es decirx = e /", Ademas
f/(x) >0 para 0< x < e ¥y f/(x) < 0 para €/" < x < 1. Deducimos
que la funciénf, es estrictamente creciente]éne /"] y estrictamente de-
creciente erfe~1/", 1], por lo quef, alcanza un méaximo valor €8, 1] en el
puntox, = e /", Por tanto

11

en

y, deducimos que la sucesiéfy,} converge uniformemente ¢, 1] <

max{ fa(x) : x€J0,1]} = fo(e /") =



Ejercicio 4.
Observa quef,(0) = fr(1) =0y, si 0< x < 1, la sucesion{n®(1—x?)"}
es de la formgn®A"} con 0< A < 1 porlo quenim {fn(x)} = 0. Por tanto,
en el intervald0, 1] la sucesiér{ f,} converge puntualmente a cero.
Tenemos que

f/(x) =n%(1—x%)"1(1—- (1+2n)x?)

1
v14+2n
y fa(X) < 0 parax, < x < 1. Deducimos que la funci6fy es estrictamen-
te creciente er0,x,] y estrictamente decreciente éq, 1], por lo quef,
alcanza un méaximo valor €, 1] en el puntox,.

Pongamosx, = . Entoncesf,;(x,) = 0, f5(x) > 0 para 0< X < X
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La sucesior f,} parao = 1/4 La sucesior fy} paraa =1/2
Como

n® 1 \"
) = 157 <1 l+2n)
se deduce quérh{ fo(x,)} = 0 si, y sélo sia < 1/2. Pot tanto, la sucesion
{fn} converge uniformemente ¢@,1] si, y sélo si,a < 1/2.
Dado 0< p < 1, seang tal quexy, < p. Para toda > ng tenemos que, < p
y por tanto n&x{ fo(x) : p < x< 1} = fu(p) — 0 por lo que{ f,} converge
uniformemente efp, 1] para todax € R. <



Ejercicio 5. Es claro quef,(0) = fn(11/2) =0y para O< x < 11/2 la sucesion
{n(cosx)"} es de la formgnA"} con 0< A < 1 por lo quenim {fn(x)} =0.

Por tanto, en el interval®, 1/2] la sucesior f,} converge puntualmente a
cero. Observa también qug(x) > 0 para todx e [0,11/2].
Intentemos calcular el maximo absoluto &éx) en [0, 11/2]. Tenemos que

f/(x) = n(cosx)""1(cog(x) — nserf(x))

Seax, €]0, /2] tal que co$(x,) —nserf(x,) = 0. Comof, es positiva y se
anula en los extremos del intervalo, es evidente fjualcanza su mayor
valor en[0,1t/2] en el puntak,. Observa que, = \/arctg1/n) — O.

Tenemos que
fn(Xn) = n(cogxn))" ser{xn)

Estudiar la convergencia de esta sucesion no es del todo inmediato. Por
mos fn(Xn) = Ynzn dondey, = nsern(x), z, = (cogx,))". Entonces

ya=n ser(xn = /ny/narctg1/n) er{xn




y como%xn) — lynarctg1l/n) — 1, se sigue qug, — + (de hecho,
n

se tiene qug, es asintdticamente equivalentg/a, esto esyn ~ /n).
Por otra parte, tenemos que

2 2

Por tantaz, — e /2. Deducimos asi qué(X) = Ynzn — +.
Dado un nimero & a < 11/2, seanp tal quex,, < a. Para todon > ng
tenemos qu&, < a. Por tanto, para todo > ng es

méax{fa(x):0< x<a}l = fa(%) max{fa(x):a<x< W2} = fr(a)

Como{fn(xn)} no converge a 0 se sigue q{i&} no converge uniforme-
mente en0,a). Como{fy(a)} — 0 se sigue qué¢ f,} converge uniforme-
mente erja, 11/2]

log(zn) = nlog(cosx,) ~ n(cogx,) — 1) ~ nixﬁ = inarctg(l/n) = %



0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5
La sucesiénfy(x) = n(cosx)"serx

Hagamos este mismo ejercicio sin calcular el valor maximé,dacotando
de forma conveniente.

Lo primero que nos damos cuenta es de que es muy facil probar que |
convergencia uniforme €fa, 11/2], pues como la funcién coseno es decre-



ciente enf0,11/2] y serx < 1, se tiene que
0 < fn(X) = n(cosx)"serx < n(cosa)"

para todo xe [a,T/2]. Puesto que la sucesigm(cosa)"} — 0 (es de la
formanA" con 0< A < 1) concluimos que hay convergencia uniforme er
[a,T1/2].

La situacion es distinta en el intervd®a)]. Podemos sospechar que no hay
convergencia uniforme en dicho intervalo. Para ello, tomemos 1/n.

Tenemos que
fn(1/n) = nser(1/n)(cog1/n))"
y como{nser(1/n)} — 1y
lim{(cog1/n))"} = exp(lim{n(cog1/n) - 1)} ) = exp(0) =1

obtenemos quéf,(1/n)} — 1. Como, para toda > 1/a se verifica que
0< 1/n< a, resulta que

max{f,(x) : 0 < x< a} > fn(1/n)

y concluimos que no hay convergencia uniformd@a]. <



Ejercicio 6. Evidentementein { f,(x) } = 0. Observa también qug(x) > 0
para todox €]0, 1. Para estudiar la convergencia uniforme en un interval
de la formd0, a] tomemosx, = 1/n. Como

_ ser(1)

fo(1/n) = nser(L/m) serf(1)

deducimos que no hay convergencia uniforméCea).
Analogamente, como

_ serf(nm—1)

fo(m—1/n) = nser(e_1/n) serf(1)

deducimos que no hay convergencia uniforméeer.
Finalmente, sea & a < b < 1t Como sem > 0 para todoc€ [a,b] y por el
teorema de Weierstrass sabemos que tiene que haber urxparigob] tal
que semx, < serx para todox e [a, b, deducimos que

0< fox) = serf(nx) < 1
nserx — nsernXo)




y por tanto
1

nser(xo)
Ya que, evidentementd],/nser(x,)} — 0, concluimos que hay convergen-
cia uniforme erja, b].

méax{fa(x) :a<x< b} <

/
0.5 1 1.5 2 2.5 3




Ejercicio 7.

Para calcular la funcion limite puntual hay que distinguir dos casos:
e Si|x| < 1, entonces X V1+x2 < 1+x*y por tanto Im{ fn(xn)} = 1.
e Si|x| > 1, entonces® < V1 +x2" < 2™ y por tanto Im { fn(x) } = *2.
La funcion limite puntual viene dada por:

£(x) = lim{ fa(x)} :{

1, silx<1

X2, si|x|>1

Tenemos que
eSilx|<1les

0< fa(X) — F(X) = V14 —1<2Y" 1
eSilx|>1es

0< fn(X) — f(X) = V1+x20—x% =x2 <{‘/1+X§n 1) (1)

Aplicando el teorema del valor medio a la funciéft) = v1+t en el in-



h(s) —h(0)

tervalo[0, s| obtenemos que———— = h’(c) dondec es algun punto del
intervalo]0,s. Como

=

Lot

h'(c) = o

>

se sigue qué(s) —h(0) = sh(c) < ; Tomandos = X—in resulta que

n/ 1 2 1 1
1+@ —1=h(1/x"") —h(0) < e < s

Deducimos ahora de (1) queOf,(x) — f(x) <
Finalmente

max{| fa(x) — f(x)| : xER} < max{zl/“ 1, 1/n}

Sl

y concluimos qug f,} converge uniformemente &
Observa que, aunque la convergencia es uniforme y todas las fundjpnes
son derivables eR, la funcion limite,f, no es derivable en= 1. <



Ejercicio 8.
Definamos la funcién

o:R—R o) = t#0), $(0)=1
Con ello, tenemos qué,(x) = x¢(x/n) Y, comoerad)( ) =1, deducimos
que la funcién limite viene dada por
f(x) = r‘I|I—»rT>]o fn(X) =X (xeR)

sert
(

Dadoa > 0, es facil comprobar que no hay convergencia uniforma,epeo],
pues para todo > a se tiene que
max{|f(x) — fa(X)| : x> a} > f(n) — fu(n) =n(1—ser(l)) — +o

Analogamente se prueba que no hay convergencia uniforre en—a).
Estudiemos si hay convergencia uniforme[ea, a). Para todox € [—a, g
tenemos que

[0 = fa(X¥)| = IX=x¢(x/m)| = [X[[1 =0 (x/n)| < a1 —d(x/n)]



Dadoe > 0, sead > O tal que|1— ¢(t)| < €/a siempre quét| < 8. Tome-
mos un namero naturap tal que ¥/ny < 6/a. Entonces, para todo> ng y
para todoxe [—a, a] se tiene quéx/n| < a/n< a/ng < d por lo que

() = fa(X¥)| <all-o(x/n)| <e

y por tanto, para toda > ng es max{|f(x) — fo(x)| : x€[—a,a]} < €. He-

mos probado asi quef,} converge uniformemente ¢na, al.
<



Ejercicio 9.
Como fy(0) = arctgn, y tl;lrpwarctg = 11/2, la funcion limite viene dada
por:
. arctgl/x), six>0

F(x) = lim{ fa(X)} = { n/z,q /X) x>0
Observa que se trata de una funcién continu&Rgn Estudiemos si hay
convergencia uniforme €R{;. Para ello es conveniente conocer el signo dt
la funcion f,(x) — f(x). Como la funcién arcotangente es inyectiva, se sigu
que fa(x) — f(x) = 0 si, y s6lo si,(n+x)/(1+nx) = 1/x lo que equivale a
x =1 (la otra posibilidack = —1 se descarta porque suponemosxu€0).
En consecuencia, la funcidp(x) — f (x) debe tener signo constante en cadz
intervalo[0, 1] y en]1,4oc[. Como

fn(0)— f(0) =arctgn—1/2<0, vy Xﬁrpw(fn(x) —f(x))=arctg1/n)>0

se sigue quén(x) — f(x) < 0 paraxe [0,1], y fn(X) — f(Xx) > O parax > 1.



Estudiemos ahora la derivada igx) — f(x). Un célculo sencillo nos da
1+ 2nx+ %2
(14+x2)((14 n2)x2 + 4nx+ 1+ n2)

por tantof;;(x) — f’(x) > 0 para todox > 0. En consecuencif, — f es una
funcién creciente eR ;. Como

f(X) — fn(X); si xe [07 1]
[fn(X) — F(X)| = { fa(X) — f(X), sixe[l, 4o

Resulta que la funciéff, — f| es decreciente €0, 1] y creciente effil, +].
Concluimos que

fi(x)—f/(x) =2

f(x) — fa(x) < f(0) — fn(0) = /2 —arctgn, (x(0,1])
[fa(¥) = F)=19 a0 — f(x) < Jim (fa(x) — f(x) = arctg1/n), (x> 1)
Por tanto, paratode> 0, es
| fn(X) — f(X)| < Bn = max{m/2—arctgn,arctg1/n)}

y como{Bn} — 0, la sucesid f,} converge uniformemente &y;. <



Ejercicio 10. a) Como se pide estudiar la convergencialen considera-

X P
remos en lo que sigue que= 0. La senez T) es de términos
n>1

positivos y, para > 0, tenemos que

X 1
limnta_—— __ — =
n—e n(1+nx2) x
Por el criterio limite de comparacién (o por el criterio de Prinsheim, com
se prefiera), se sigue que la serie converge si, y s6lo}-si + 1, es decir
a> 0.
Estudiemos la convergencia uniforme en una semirrecta delgiper],
(p>0). Como
1 1-x°n
fiX) ===
n( n (14 nx2)2
se deduce faciimente quig es creciente eif0,1/+/n] y decreciente en
[1/4/n,+|. Seanp € N tal que ¥,/Ny < p. Para todm > ng se tiene que
1/\/n< p por lo quef, es decreciente gp, +oo| y, por tanto,fr(X) < fn(p)
para todox > p. Puesto que, par> 0, la seriey f,(p) converge, se sigue,



por el criterio de Weierstrass, que la se@fn converge uniformemente
n>1
en|p,+ool.

1
b) Sia> 1/2 entonces la serlg1 fa(1/v/n) = > z Py

(es una serie de Riemann con exponentel /2 > 1) Como paratodr >0

es fn(x) < fn(1/4/n), el criterio de Weierstrass implica que la se@ fn
n>1

converge uniformemente &y;. <

es convergente



Ejercicio 11. Observa quef, es continua y positiva efD,1] y se anu-
la en los extremos del intervalo. Confd( f,)x = (nlogx + 2)x"tlogx,

se sigue que en el punty = exp(—2/n) la funcion f,, alcanza un maxi-
mo absoluto eff0, 1]. Luego| fy(x)| = fa(X) < fn(cn) = €724/n?y, puesto

4e*
que la seriey —— es convergente, deducimos, por el criterio de Weiers
trass, qug fn converge uniformemente ¢B 1]. En consecuencia, se verifi-
~ x(logx)?

cara quej Z fn(x)dx= jfn(x)dx Puesto quez fa(X) T %
lo n=1

o n=1
1
y Ifn(x)dxf n +1)3 (compruébalo integrando por partes), resulta e

0
igualdad del enunciado. <



Ejercicio 12. Puesto que, para£ 0

X 1
n—e 14 n2x X]
se sigue, por el criterio limite de comparacién (o por el criterio de Prinsheir

como se prefiera) que la serE n2x2

n>1
dicha serie converge también para 0.

Para estudiar la convergencia uniforme veamos qué informacion nos de
criterio de Weierstrass. Tenemos que

_n2y2
fr:(x) = ! n2 X2
(1+n°x?)2
y deducimos quéy, es creciente efd,1/n] y decreciente efiL/n,+]. Co-
mo fn(—X) = —fr(x), deducimos quef,(x)| < fn(1/n) = 1/2n para todo
xeR. Como la seriey 1/2n no es convergente el criterio de Weierstrass

no nos dice nadacerca de la convergencia uniforme de la seniéodoR
(observa que el criterio de Weierstrass da condiciaudigientepero no

es convergente. Evidentemente,



necesariagara la convergencia uniforme). Sin embargo, dicho criterio ¢
nos proporciona informacion cuando consideramos un conjunto de la for
Ao = {xeR:|x| > p}, dondep > 0. Pues, tomanda, tal que ¥/ng < p, pa-

ra todon > ng se tiene que An < p, por lo quef, es decreciente €p, +oo|

y, en consecuencig f,(x)| < fa(p) para todox € A,. Puesto que la serie
Y fa(p) es convergente, el criterio de Weierstrass nos dice que laSéfie
converge uniformemente &g,

La Unica duda que queda por resolver es si la serie converge uniformeme
en algun intervalo de la forma-p,p] conp > 0 (en cuyo caso seria unifor-
memente convergente en told. Pronto saldremos de dudas.

Calculemos los limites laterales &nr= 0 de la funcién suma de la serie.



Usando la sugerencia del enunciado tenemos, supxest) que
N+l n ki n k+i

X X X
j1+t2x2dt :kZOJ 1+t2x2dt<kzoi 1rkee =

0 n n X
n—1k+1

n
X X
<X+ — s dt=x+ | ———dt
kzol 1+t2x? £1+t2x2

deducimos que arctn+ 1)x) < S, fu(X) < x+arctgnx). Tomando li-
mites paran — o en esta desigualdad obtenemo® < F (x) < 11/2+x. Co-
mo esta desigualdad es vélida para tede0, se sigue quér‘%F (x) =T11/2.
X—!
x>0
ComoF (—x) = —F(x), se deduce quériaF(x) = —T11/2. Por tanto, la fun-
X—

x<0
cién F tiene una discontinuidad de saltoxes: O.

Como las funcioned,, son continuas efR deducimos que la serig fy
no puede ser uniformemente convergente en ningun intervalo de la for



[—p,p] conp > 0 pues, si asi ocurriera, la funciéon suma habria de ser con
nua en dicho intervalo y, por tanto seria continuxen0 lo que acabamos
de probar que no es cierto.

Fijate en que la funcioR si es continua eR \ {0}. Pues cualquier nimero
a# 0 podemos meterlo dentro de un conveniente conjipi@in mas que
tomarp < |a|, y como la seri€ f, converge uniformemente &g, la fun-
cion sumaf, es continua ey, y, por la propiedad local de la continuidad,

se sigue qué& es continua ea.
<
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